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syntaxiques permettant de construire des formules a partir d’autres
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@ domaine d’interprétation des entiers de Peano : entiers naturels
N=1{0,1,2,---}
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7o(F) avec F = Fo U F>
(Fo =12, Fo = {®,0,®})

@ domaine d’interprétation : Z (entiers relatifs)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F
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KM=kezZ
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@ expressions arithmétiques : To(F) avec F = Fo U Fo
(Fo=2, Fo = {EB, o, ®})
@ domaine d’interprétation : Z (entiers relatifs)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F
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* exemple : la valeur de I'expression 8 est I'entier relatif 8

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 5/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des termes : expressions arithmétiques
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» chaque constante k € Fy est interprétée par I'entier relatif
M=keZ
* exemple : la valeur de I'expression 8 est I'entier relatif 8
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d’expressions arithmétiques
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» chaque constante k € Fy est interprétée par I'entier relatif
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* exemple : la valeur de I'expression 8 est I'entier relatif 8
» interprétation des symboles de fonction de F»
* @ To(F) x To(F) — To(F) : opérateur binaire de construction
d’expressions arithmétiques
interprété par 'opérateur binaire o™ : Z x Z — 7 d’addition de deux
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : To(F) avec F = Fo U Fo
(Fo=2, Fo = {EB, o, ®})
@ domaine d’interprétation : Z (entiers relatifs)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F
» chaque constante k € Fy est interprétée par I'entier relatif
KM=-kecz
* exemple : la valeur de I'expression 8 est I'entier relatif 8
» interprétation des symboles de fonction de F»
* @ To(F) x To(F) — To(F) : opérateur binaire de construction
d’expressions arithmétiques
interprété par 'opérateur binaire o™ : Z x Z — 7 d’addition de deux
entiers relatifs (&M = +)
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(Fo =12, Fo = {®,0,®})
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Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7o(F) avec F = Fo U F>
(Fo =12, Fo = {®,0,®})

@ domaine d’interprétation : Z (entiers relatifs)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

@ interprétation des termes

LU sit=keF
U { M (61" [R]") = [+ it = a(h, k)

@ exemple :
[©(c(8,3), 65, )M
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7o(F) avec F = Fo U F>
(Fo =12, Fo = {®,0,®})

@ domaine d’interprétation : Z (entiers relatifs)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

@ interprétation des termes

LU sit=keF
U { M (61" [R]") = [+ it = a(h, k)

@ exemple :
[©(S(8,3), o5, 1)
= aM([e(8,3)M [&(5, M) = [5(8,3)" + [(5, )™

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 5/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des termes : expressions arithmétiques

@ expressions arithmétiques : 7o(F) avec F = Fo U F>
(.7:0 =7, Fo = {EB, o, ®})

@ domaine d’interprétation : Z (entiers relatifs)
@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F
@ interprétation des termes

LU sit=keF
U { M (61" [R]") = [+ it = a(h, k)

@ exemple :
[©(S(8,3), o5, 1)
= aM([e(8,3)M, [(5, M) = [5(8,3)[M + [(5, )™
= MM, [3]M) + MBI, [1M) = (8 -3) +(5-1)=9

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 5/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des termes de 7o (F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 6/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des termes de 7o (F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F
» domaine d’interprétation |M| (ensemble non vide)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 6/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des termes de 7o (F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

» domaine d’interprétation |M| (ensemble non vide)
» associe & chaque constante k € F, un élément kM < |M|

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 6/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des termes de 7o (F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

» domaine d’interprétation |M| (ensemble non vide)
» associe & chaque constante k € F, un élément kM < |M|

» associe a chaque symbole de fonction f € F, d’arité n, une fonction
n-aire M |M|" — |M|

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 6/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des termes de To(F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

» domaine d’interprétation |M| (ensemble non vide)
» associe & chaque constante k € F, un élément kM < |M|

» associe a chaque symbole de fonction f € F, d’arité n, une fonction
n-aire M |M|" — |M|

@ interprétation des termes de 7 (F)

[1M:To(F) — M|

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 6/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des termes de To(F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

» domaine d’interprétation |M| (ensemble non vide)
» associe & chaque constante k € F, un élément kM < |M|
» associe a chaque symbole de fonction f € F, d’arité n, une fonction

n-aire M |M|" — |M|
@ interprétation des termes de 7 (F)
[IM: To(F) — M|

[t]M:{kM sit=keFy

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 6/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des termes de To(F)

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F

» domaine d’interprétation |M| (ensemble non vide)
» associe & chaque constante k € F, un élément kM < |M|

» associe a chaque symbole de fonction f € F, d’arité n, une fonction
n-aire M |M|" — |M|

@ interprétation des termes de 7 (F)

[1M:To(F) — M|

KM sit=ke F
1" = { P () S At )

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 6/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des symboles de prédicat

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F et de P

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 7/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des symboles de prédicat

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F et de P
» p € Py est interprété par un booléen pM < {0, 1}

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 7/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des symboles de prédicat

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F et de P

» p € Py est interprété par un booléen pM < {0, 1}

» p € P, (n> 0) estinterprété par une relation n-aire pM sur le
domaine d'interprétation |M| : pM C |M|”
pM est un ensemble de n-uplets de valeurs dans |M|

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 7/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des symboles de prédicat

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F et de P

» p € Py est interprété par un booléen pM < {0, 1}
» p € P, (n> 0) estinterprété par une relation n-aire pM sur le
domaine d'interprétation |M| : pM C |M|”
pM est un ensemble de n-uplets de valeurs dans |M|
exemple : interprétation du prédicat inf € P» sur le domaine [M| = IN

infM = {(070)7(071)a(072)7 7(1a1)7(172)’(173)7"'}
={(m,m) e N? | ny < mp} CIN?

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 7/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des symboles de prédicat

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F et de P
» p € Py est interprété par un booléen pM < {0, 1}
» p e P, (n>0)estinterprété par une relation n-aire pM sur le
domaine d’interprétation |M| : pM C |M|"
pM est un ensemble de n-uplets de valeurs dans |M|
exemple : interprétation du prédicat inf € P» sur le domaine [M| = IN

in™M = {(070)7(071)7(072)7"' 7(1a1)7(172)’(173)7"'}
={(m,m) e N? | ny < mp} CIN?

@ associer un booléen a une formule atomique p(t,--- , ty)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 7/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des symboles de prédicat

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F et de P

» p € Py est interprété par un booléen pM < {0, 1}
» p e P, (n>0)estinterprété par une relation n-aire pM sur le
domaine d'interprétation |M| : pM C |M|”
pM est un ensemble de n-uplets de valeurs dans |M|
exemple : interprétation du prédicat inf € P» sur le domaine |M| = N

in™M = {(070)7(071)7(072)7"' 7(1a1)7(172)’(173)7"'}
={(m,m) e N? | ny < mp} CIN?

@ associer un booléen a une formule atomique p(t,--- , ty)

» calcul des valeurs [t;]M, ..., [t,]™ appartenant au domaine |M|

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 7/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des symboles de prédicat

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F et de P

» p € Py est interprété par un booléen pM < {0, 1}
» p e P, (n>0)estinterprété par une relation n-aire pM sur le
domaine d'interprétation |M| : pM C |M|”
pM est un ensemble de n-uplets de valeurs dans |M|
exemple : interprétation du prédicat inf € P» sur le domaine |M| = N

in™M = {(070)7(071)7(072)7"' 7(1a1)7(172)’(173)7"'}
={(m,m) e N? | ny < mp} CIN?

@ associer un booléen a une formule atomique p(t,--- , ty)

» calcul des valeurs [t;]M, ..., [t,]™ appartenant au domaine |M|
» déterminer si le n-uplet ([4]™, - - -, [t,]) appartient & 'ensemble pM

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 7/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des symboles de prédicat

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F et de P

» p € Py est interprété par un booléen pM < {0, 1}
» p e P, (n>0)estinterprété par une relation n-aire pM sur le
domaine d'interprétation |M| : pM C |M|”
pM est un ensemble de n-uplets de valeurs dans |M|
exemple : interprétation du prédicat inf € P» sur le domaine |M| = N

infM = {(0,0),(0,1),(0,2),---,(1,1),(1,2),(1,3),--- }
={(mn,m) e N?|ny <} CIN?
@ associer un booléen a une formule atomique p(t,--- , ty)
» calcul des valeurs [t;]M, ..., [t,]™ appartenant au domaine |M|
» déterminer si le n-uplet ([4]™, - - -, [t,]) appartient & 'ensemble pM
[inf(Z,S(S(Z)))™ = 1 car ([Z]M,[S(S(2))I") = (0,2) € inf™

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des symboles de prédicat

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F et de P

» p € Py est interprété par un booléen pM < {0, 1}
» p e P, (n>0)estinterprété par une relation n-aire pM sur le
domaine d'interprétation |M| : pM C |M|”
pM est un ensemble de n-uplets de valeurs dans |M|
exemple : interprétation du prédicat inf € P» sur le domaine |M| = N

infM = {(0,0),(0,1),(0,2),---,(1,1),(1,2),(1,3),--- }
={(mn,m) e N?|ny <} CIN?
@ associer un booléen a une formule atomique p(t,--- , ty)
» calcul des valeurs [t;]M, ..., [t,]™ appartenant au domaine |M|
» déterminer si le n-uplet ([4]™, - - -, [t,]) appartient & 'ensemble pM
[inf(Z,S(S(Z)))™ = 1 car ([Z]M,[S(S(2))I") = (0,2) € inf™
[inf(S(S(2)), Z)I™ = 0 car ([S(S(2)", [Z]M) = (2,0) ¢ inf"

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 7/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des formules atomiques

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F et de P

» domaine d’interprétation |M|

» chaque constante k ¢ F, est interprétée par un élément kM < |M|

» chaque symbole de fonction f € F, d’arité n est interprété par une
fonction n-aire M : [M|” — |M|

» chaque symbole p € P, est interprété par un booléen pM < {0,1}

» chaque symbole de prédicat p € P, d’arité n est interprété par un
ensemble de n-uplets pM C |M|”

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des formules atomiques

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F et de P

» domaine d’interprétation |M|

» chaque constante k ¢ F, est interprétée par un élément kM < |M|

» chaque symbole de fonction f € F, d’arité n est interprété par une
fonction n-aire M : [M|” — |M|

» chaque symbole p € P, est interprété par un booléen pM < {0,1}

» chaque symbole de prédicat p € P, d’arité n est interprété par un
ensemble de n-uplets pM C |M|”

@ interprétation des formules atomiques Iy : Lo(F,P) — B

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 8/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des formules atomiques

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F et de P

» domaine d’interprétation |M|

» chaque constante k ¢ F, est interprétée par un élément kM < |M|

» chaque symbole de fonction f € F, d’arité n est interprété par une
fonction n-aire M : [M|” — |M|

» chaque symbole p € P, est interprété par un booléen pM < {0,1}

» chaque symbole de prédicat p € P, d’arité n est interprété par un
ensemble de n-uplets pM C |M|”

@ interprétation des formules atomiques Iy : Lo(F,P) — B

pePo  Iu(p)=pM

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 8/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation des formules atomiques

@ structure M permettant d’interpréter les symboles de F et de P

» domaine d’interprétation |M|

» chaque constante k ¢ F, est interprétée par un élément kM < |M|

» chaque symbole de fonction f € F, d’arité n est interprété par une
fonction n-aire M : [M|” — |M|

» chaque symbole p € P, est interprété par un booléen pM < {0,1}

» chaque symbole de prédicat p € P, d’arité n est interprété par un
ensemble de n-uplets pM C |M|”

@ interprétation des formules atomiques Iy : Lo(F,P) — B
pePo  Iu(p)=pM

gy Wil ) = { 1ost (0% ) < Pt

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 8/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € Fy(F, P)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € IFo(F, P)
@ associer un booléen (une valeur de B) a chaque formule atomique
apparaissant dans F

... et associer le booléen Iy(false) = 0 a la formule false et le booléen
Im(true) = 1 a la formule true

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € Fy(F, P)

@ associer un booléen (une valeur de B) a chaque formule atomique
apparaissant dans F
... et associer le booléen Iy(false) = 0 a la formule false et le booléen
Im(true) = 1 a la formule true

© associer une expression booléenne, notée [F]M, a la formule F

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € Fy(F, P)

@ associer un booléen (une valeur de B) a chaque formule atomique
apparaissant dans F

... et associer le booléen Iy(false) = 0 a la formule false et le booléen
Im(true) = 1 a la formule true

© associer une expression booléenne, notée [F]M, a la formule F

© évaluer I'expression booléenne [F]M (déterminer un booléen)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € IFo(F, P)

© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F
» expressions booléennes

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € IFo(F, P)

© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F

» expressions booléennes
* les booléens 0 et 1 sont des expressions booléennes

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € Fy(F, P)

© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F

» expressions booléennes

* les booléens 0 et 1 sont des expressions booléennes
* si e est une expression booléenne, alors € est une expression
booléenne

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € Fy(F, P)

© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F

» expressions booléennes
* les booléens 0 et 1 sont des expressions booléennes
* si e est une expression booléenne, alors € est une expression
booléenne
* si ey et e; sont des expressions booléennes, alors e; + ex et ey - e
sont des expressions booléennes

—, + et - sont des opérateurs booléens : ils ne s’appliquent que sur
des expressions booléennes (ils ne s’appliquent pas sur des
formules logiques)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € IFo(F, P)
© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F

» expressions booléennes
* les booléens 0 et 1 sont des expressions booléennes
* si e est une expression booléenne, alors € est une expression
booléenne
* si ey et e; sont des expressions booléennes, alors e; + ex et ey - e
sont des expressions booléennes

» définition inductive de [F]™

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € IFo(F, P)
© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F

» expressions booléennes
* les booléens 0 et 1 sont des expressions booléennes
* si e est une expression booléenne, alors € est une expression
booléenne
* si ey et e; sont des expressions booléennes, alors e; + ex et ey - e
sont des expressions booléennes
» définition inductive de [F]™
[true]™ = Iy(true) = 1 [false]™ = Iy(false) = 0

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € IFo(F, P)
© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F

» expressions booléennes
* les booléens 0 et 1 sont des expressions booléennes
* si e est une expression booléenne, alors € est une expression
booléenne
* si ey et e; sont des expressions booléennes, alors e; + ex et ey - e
sont des expressions booléennes
» définition inductive de [F]™
[true]™ = Iy(true) = 1 [false]™ = Iy(false) = 0
[F]"’I =Iu(F) siF e Ly(F,P)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € IFo(F, P)
© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F

» expressions booléennes
* les booléens 0 et 1 sont des expressions booléennes
* si e est une expression booléenne, alors € est une expression
booléenne
* si ey et e; sont des expressions booléennes, alors e; + ex et ey - e
sont des expressions booléennes
» définition inductive de [F]™
[true]™ = Iy(true) = 1 [false]™ = Iy(false) = 0
[F]"’I =Iu(F) siF e Ly(F,P)
[~Fo]" = [Fo]"

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € IFo(F, P)
© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F

» expressions booléennes
* les booléens 0 et 1 sont des expressions booléennes
* si e est une expression booléenne, alors € est une expression
booléenne
* si ey et e; sont des expressions booléennes, alors e; + ex et ey - e
sont des expressions booléennes
» définition inductive de [F]™
[true]™ = Iy(true) = 1 [false]™ = Iy(false) = 0
[F]"’I =Iu(F) siF e Ly(F,P)
[~Fo]" = [Fo]"
[Fi A P = [F]M - [Fo]™

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 9/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € IFo(F, P)
© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F

» expressions booléennes
* les booléens 0 et 1 sont des expressions booléennes
* si e est une expression booléenne, alors € est une expression
booléenne
* si ey et e; sont des expressions booléennes, alors e; + ex et ey - e
sont des expressions booléennes
» définition inductive de [F]™
[true]™ = Iy(true) = 1 [false]™ = Iy(false) = 0
[F]"’I =Iu(F) siF e Ly(F,P)
[-Fol™ = [Fo]"
[Fi A Pl = [F]M - [Fo]™
[Fiv P = [F]M + [F]"
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Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € Fy(F, P)

© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F

» expressions booléennes
* les booléens 0 et 1 sont des expressions booléennes
* si e est une expression booléenne, alors € est une expression
booléenne
* si ey et e; sont des expressions booléennes, alors e; + ex et ey - e
sont des expressions booléennes
» définition inductive de [F]™
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» exemple : [inf(S(S(2)), Z) V true]M
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= [inf(S(S(2)), Z)|M + [true]™
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[Fi = F]M = [F]M + [F]"
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associer un booléen a une formule F € IFo(F, P)
© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F
» exemple : [(—=Fi A Fp) = (F3 v Fi)M

» définition inductive de [F]M
[true]M = Iy (true) = 1 [false]M = In(false) = 0
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[Fi A Fo]™ = [F]™ - [
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associer un booléen a une formule F € IFo(F, P)
© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F
exemple : [(=Fi A Fp) = (Fz v F)M

v

= DRARM:[FvAM= AT (R + (R + [F]")

v

définition inductive de [F]M
[true]M = Iy (true) = 1 [false]M = In(false) = 0
[FIM =In(F) si F e Lo(F,P)
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Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € IFo(F, P)
© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F
» exemple : [(—=Fi A Fp) = (F3 v Fi)M

= LRARM+[RvAM= A (R + (R + [F]")
= [AM[FM + ([Fs]™ + [F]M)

» définition inductive de [F]M
[true]M = Iy (true) = 1 [false]M = In(false) = 0
[FIM =In(F) si F e Lo(F,P)
[-Fo™ = [Fo]™
[Fi A Fo]™ = [F]™ - [
[Fi v FoM = [F M+ [F]™
[Fi = F]M = [FM + [FM
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Sémantique : interprétation des formules de Fy(F, P)

associer un booléen a une formule F € IFo(F, P)
© associer une expression booléenne, notée [FM, & la formule F
» exemple : [(=Fy A Fo) = (Fz v Fi)M

= LRARM+[RYAM= A (R + (R +[F]")
=AM (R o+ (1R [F]M) = (F2) - In(F2) + ((Fs) + (F1)

» définition inductive de [F]M
[true]M = Iy (true) = 1 [false]M = In(false) = 0
[FIM =In(F) si F e Lo(F,P)
[-Fo™ = [Fo]™
[Fi A Fo]™ = [F]™ - [
[Fi v FoM = [F M+ [F]™
[Fi = F]M = [FM + [FM
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deux approches :
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Evaluation d’'une expression booléenne

deux approches :

@ approche algébrique : on ne définit pas les opérateurs booléens mais on
spécifie les propriétés que ces opérateurs vérifient
» raisonnement équationnel

* pour « simplifier » une expression booléenne
* pour déterminer le résultat de I'évaluation d’une expression
booléenne

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Evaluation d’'une expression booléenne

deux approches :
@ approche algébrique : on ne définit pas les opérateurs booléens mais on
spécifie les propriétés que ces opérateurs vérifient
» raisonnement équationnel

* pour « simplifier » une expression booléenne
* pour déterminer le résultat de I'évaluation d’une expression
booléenne

@ définition des opérateurs booléens

» application des opérateurs pour calculer le résultat de I'évaluation
d’'une expression booléenne
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Approche algébrique

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes
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Approche algébrique

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes

» e; = e ssiles évaluations de e; et e, produisent les mémes
booléens
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Approche algebrique

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes
» ey = e, ssiles évaluations de e; et e, produisent les mémes
booléens

* |e résultat de I'évaluation de e; est le booléen b,
* le résultat de I'évaluation de e; est le booléen by
* les booléens by et by sont syntaxiquement égaux (by = b)
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Approche algebrique

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes
» e; = e ssiles évaluations de e; et e, produisent les mémes

booléens
» = est une relation d’équivalence sur les expressions booléennes
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Approche algebrique

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes
» e; = e ssiles évaluations de e; et e, produisent les mémes

booléens
» = est une relation d’équivalence sur les expressions booléennes

* réflexive :e=e
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Approche algebrique

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes
» e; = e ssiles évaluations de e; et e, produisent les mémes

booléens
» = est une relation d’équivalence sur les expressions booléennes

* réflexive:e=e
* symétrique : si e = e alors e; = ey
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Approche algebrique

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes

» e; = e ssiles évaluations de e; et e, produisent les mémes
booléens
» = est une relation d’équivalence sur les expressions booléennes
* réflexive:e=e
* symétrique : si e = e alors e; = ey
* transitive :sie; = ex; et e = e; alors ey = e3

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Approche algebrique

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes

» e; = e ssiles évaluations de e; et e, produisent les mémes

booléens
» = est une relation d’équivalence sur les expressions booléennes
» = est une congruence pour les opérateurs booléens —, - et +
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Approche algebrique

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes
» e; = e ssiles évaluations de e; et e, produisent les mémes
booléens

» = est une relation d’équivalence sur les expressions booléennes
» = est une congruence pour les opérateurs booléens —, - et +

* siej =eyalorse; =6
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Approche algebrique

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes

» e; = e ssiles évaluations de e; et e, produisent les mémes
booléens
» = est une relation d’équivalence sur les expressions booléennes
» = est une congruence pour les opérateurs booléens —, - et +
* siej =eyalorse; =6
* sie=¢€ejetex=¢,alorse;-ex=¢)-e,ete; +e =6+ 6
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Approche algebrique

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes

» e; = e ssiles évaluations de e; et e, produisent les mémes
booléens
» = est une relation d’équivalence sur les expressions booléennes
» = est une congruence pour les opérateurs booléens —, - et +
» on utilise souvent le symbole = a la place du symbole = :
il s’agit dans ce cas d’'une égalité « sémantique »

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Approche algébrique

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes

@ algébre de Boole minimale (1B, -, +, )
» BB contient deux éléments distincts 0 et 1

distinction
0#1 (EO)
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Approche algebrique

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes

@ algébre de Boole minimale (B, -, +,—)

» BB contient deux éléments distincts 0 et 1
» pour tous a, b € B, les opérateurs booléens vérifient les propriétés :

o complément
distinction - —
——— complément0 | 0=1 (E1.1
0#£1 (EO) . . -
involution a=a (E1.2)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Termes Formules atomiques Formules logiques

Approche algebrique

Expressions booléennes Formules valides

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes

@ algébre de Boole minimale (B, -, +,—)

» BB contient deux éléments distincts 0 et 1
» pour tous a, b € B, les opérateurs booléens vérifient les propriétés :

o complément
distinction - —
——— complément0 [ 0=1 (E1.1)
0#1 (EO) . . —
involution a=a (E1.2)
‘ produit ‘ somme
commutativité ~ |a-b=b-a (E21)|a+b=b+a (E3.1)
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Termes Formules atomiques Formules logiques

Approche algebrique

Expressions booléennes Formules valides

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes

@ algébre de Boole minimale (B, -, +,—)

» BB contient deux éléments distincts 0 et 1
» pour tous a, b € B, les opérateurs booléens vérifient les propriétés :

o complément
distinction - —
——— complément0 [ 0=1 (E1.1)
0#1 (EO) . . —
involution a=a (E1.2)
‘ produit ‘ somme
commutativité a-b=b-a (E2.1)

a+b=b+a (E3.1)
0O+a=a (E3.2)

élément neutre 1.a=a (E2.2)
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Termes Formules atomiques

Formules logiques Expressions booléennes

Approche algebrique

Formules valides

@ spécification des propriétés des opérateurs booléens a partir d’'une
relation = entre expressions booléennes

@ algébre de Boole minimale (B, -, +,—)

» BB contient deux éléments distincts 0 et 1
» pour tous a, b € B, les opérateurs booléens vérifient les propriétés :

o complément
distinction - —
——— complément0 [ 0=1 (E1.1)
0#1 (EO) . =
involution a=a (E1.2)

‘ produit ‘ somme
commutativité a-b=b-a (E21)|a+b=b+a (E3.1)
élément neutre 1-a=a (E2.2) |0+a=a (E3.2)
élément absorbant | 0-a=0 (E23) |1+ a=1 (E3.3)
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Raisonnement équationnel

@ raisonnement équationnel permettant d’établir que le résultat de
I'évaluation de I'expression booléenne e est le booléen b
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Raisonnement équationnel

@ raisonnement équationnel permettant d’établir que le résultat de
I'évaluation de I'expression booléenne e est le booléen b

» en utilisant les propriétés de =, montrer que e = b

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Raisonnement équationnel

@ raisonnement équationnel permettant d’établir que le résultat de
I'évaluation de I'expression booléenne e est le booléen b

» en utilisant les propriétés de =, montrer que e = b
» exemple:1-0=1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Raisonnement équationnel

@ raisonnement équationnel permettant d’établir que le résultat de
I'évaluation de I'expression booléenne e est le booléen b

» en utilisant les propriétés de =, montrer que e = b
» exemple:1-0=1
(1) 1-0=0daprés (E2.2)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Raisonnement équationnel

@ raisonnement équationnel permettant d’établir que le résultat de
I'évaluation de I'expression booléenne e est le booléen b

» en utilisant les propriétés de =, montrer que e = b
» exemple:1-0=1
(1) 1-0 d’'apres (E2.2)

=0
(2) 1-0 =0 daprés (1) car = est une congruence pour —

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Raisonnement équationnel

@ raisonnement équationnel permettant d’établir que le résultat de
I'évaluation de I'expression booléenne e est le booléen b

» en utilisant les propriétés de =, montrer que e = b
> exemple' -0=1

(1) 1-0=0dapres (E2.2)
(2) 1 O = 0 d’apres (1) car = est une congruence pour —

3 0 d'aprés (E1.1)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Raisonnement équationnel

@ raisonnement équationnel permettant d’établir que le résultat de
I'évaluation de I'expression booléenne e est le booléen b

» en utilisant les propriétés de =, montrer que e = b
» exemple:1-0=1
(1) 1-0=0daprés (E2.2)
O = 0 d’aprés (1) car = est une congruence pour —
0 =1dapres (E1.1)
0 = 1 d’'aprés (2) et (3) car = est transitive

(2) 1
@)
(4)

—no\
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Raisonnement équationnel

@ raisonnement équationnel permettant d’établir que le résultat de
I'évaluation de I'expression booléenne e est le booléen b

» en utilisant les propriétés de =, montrer que e = b
» exemple:1-0=1
(1) 1-0=0daprés (E2.2)
O = 0 d’aprés (1) car = est une congruence pour —
0 =1dapres (E1.1)
0 = 1 d’'aprés (2) et (3) car = est transitive

(2) 1
@)
(4)

—no\

@ raisonnement équationnel permettant d’établir que e; = e,
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Raisonnement équationnel

@ raisonnement équationnel permettant d’établir que le résultat de
I'évaluation de I'expression booléenne e est le booléen b

» en utilisant les propriétés de =, montrer que e = b
> exemple :1-0=1
(1) 1-0=0daprés (E2.2)
O = 0 d’aprés (1) car = est une congruence pour —
0 =1dapres (E1.1)
0 = 1 d’'aprés (2) et (3) car = est transitive

(2) 1
@)
(4)

—no\

@ raisonnement équationnel permettant d’établir que e; = e,

» exemple :pourtoutace B, a+a=a
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Raisonnement équationnel

@ raisonnement équationnel permettant d’établir que le résultat de
I'évaluation de I'expression booléenne e est le booléen b
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Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 16/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation de F = (=F; A F2) = (F3 V Fy)

@ construction d'une expression booléenne
[FI™ = u(F1)-m(F2) + (I(F3) + m(F7))
@ simplification (raisonnement équationnel)
[FIM = (w(F3) + m(F7)) + m(Fz)
© interprétation des formules atomiques (selon la structure M)
» exemple : Iy(F1) =0, Im(F2) =1 etlu(F3) =1

@ évaluation de I'expression booléenne (simplifiée) [FIM = (1 +0) + 1
raisonnement équationnel calcul

T (1+0)+1
(1+0)+1 RS B
= 147 €33 | — 1T (1+0=1)
= (E3.3)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 16/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation de F = (=F; A F2) = (F3 V Fy)

@ construction d'une expression booléenne
[FI™ = u(F1)-m(F2) + (I(F3) + m(F7))
@ simplification (raisonnement équationnel)
[FIM = (w(F3) + m(F7)) + m(Fz)
© interprétation des formules atomiques (selon la structure M)
» exemple : Iy(F1) =0, Im(F2) =1 etlu(F3) =1

@ évaluation de I'expression booléenne (simplifiée) [FIM = (1 +0) + 1
raisonnement équationnel calcul

T (1+0)+1
= g1++TO)+1 €33 | — *! (1+0=1)
= 1 €33 | — 'F0 (1=0)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 16/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation de F = (=F; A F2) = (F3 V Fy)

@ construction d'une expression booléenne
[FI™ = u(F1)-m(F2) + (I(F3) + m(F7))
@ simplification (raisonnement équationnel)
[FIM = (w(F3) + m(F7)) + m(Fz)
© interprétation des formules atomiques (selon la structure M)
» exemple : Iy(F1) =0, Im(F2) =1 etlu(F3) =1

@ évaluation de I'expression booléenne (simplifiée) [FIM = (1 +0) + 1
raisonnement équationnel calcul

T (1+0)+1
B (1+0)+1 i (14+0=1)
= 1+1 (E3.3) ~ a0 T —0)
= 1 (E33) | — | (110=1)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Interprétation de F = (=F; A F2) = (F3 V Fy)

@ construction d'une expression booléenne
[FI™ = u(F1)-m(F2) + (I(F3) + m(F7))
@ simplification (raisonnement équationnel)
[FIM = (w(F3) + m(F7)) + m(Fz)
© interprétation des formules atomiques (selon la structure M)
» exemple : Iy(F1) =0, Im(F2) =1 etlu(F3) =1

@ évaluation de I'expression booléenne (simplifiée) [FIM = (1 +0) + 1
raisonnement équationnel calcul

T (1+0)+1
B (1+0)+1 i (14+0=1)
= 1+1 (E3.3) ~ a0 T —0)
= 1 (E33) | — | (110=1)

[FM =1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 16/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Tables de vérité

@ la valeur de [F]™ ne dépend que des valeurs booléennes associées
par M aux formules atomiques apparaissant dans F

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 17/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Tables de vérité

@ la valeur de [F]™ ne dépend que des valeurs booléennes associées
par M aux formules atomiques apparaissant dans F

@ exemple : table de vérité pour F = (-F1 A F2) = (F3 VvV Fy)

m(F1) | m(F2) | Wm(Fs) | [FI™ = (Im(F3) + Im(F1)) + Im(F2)
0 0

g gy pug N e el =)

—_| = OO == O
= O| = Ol = O —|O
_ | | | = O - -

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 17/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiques / Expressions booléennes

quelles différences entre F = =(F; v F,) et [FIM = In(F;) + Im(F2) ?

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 18/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiques / Expressions booléennes

quelles différences entre F = =(F; v F,) et [FIM = In(F;) + Im(F2) ?
@ Iu(F1) + Im(F2) est une expression booléenne
» Iu(F1) et lu(F2) sont des booléens (des valeurs dans B = {0,1})

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 18/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiques / Expressions booléennes

quelles différences entre F = =(F; v F,) et [FIM = In(F;) + Im(F2) ?
@ Iu(F1) + Im(F2) est une expression booléenne

» Iu(F1) et lu(F2) sont des booléens (des valeurs dans B = {0,1})
» le résultat de I'évaluation de Iu(F1) + Im(F2) est un booléen

* ['évaluation d’une expression booléenne est déterministe : le résultat
est unique

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 18/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiques / Expressions booléennes

quelles différences entre F = =(F; v F,) et [FIM = In(F;) + Im(F2) ?
@ Iu(F1) + Im(F2) est une expression booléenne

» Iu(F1) et lu(F2) sont des booléens (des valeurs dans B = {0,1})
» le résultat de I'évaluation de Iu(F1) + Im(F2) est un booléen

* ['évaluation d’une expression booléenne est déterministe : le résultat
est unique

@ —(F; v F) est une formule de Fo(F, P)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 18/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiques / Expressions booléennes

quelles différences entre F = =(F; v F,) et [FIM = In(F;) + Im(F2) ?
@ Iu(F1) + Im(F2) est une expression booléenne

» Iu(F1) et lu(F2) sont des booléens (des valeurs dans B = {0,1})
» le résultat de I'évaluation de Iu(F1) + Im(F2) est un booléen

* ['évaluation d’'une expression booléenne est déterministe : le résultat
est unique

@ —(F; v F) est une formule de Fo(F, P)

» cette formule est « vraie » dans certaines structures
* Si |M(F1) =0et |M(F2) =0,
[ﬁ(F1 V Fg)]M = |M(F1) + |M(F2) =04+0=1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 18/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiques / Expressions booléennes

quelles différences entre F = =(F; v F,) et [FIM = In(F;) + Im(F2) ?
@ Iu(F1) + Im(F2) est une expression booléenne

» Iu(F1) et lu(F2) sont des booléens (des valeurs dans B = {0,1})
» le résultat de I'évaluation de Iu(F1) + Im(F2) est un booléen

* ['évaluation d’'une expression booléenne est déterministe : le résultat
est unique

@ —(F; Vv F) est une formule de IFo(F, P) : c’est une formule contingente

» cette formule est « vraie » dans certaines structures
* Si |M(F1) =0et |M(F2) =0,
[ﬁ(F1 V FQ)]M = |M(F1) + |M(F2) =04+0=1
» cette formule est « fausse » dans certaines structures
* Si |M(F1) =1et |M(F2) =0,
[~(Fi V)M =m(F) +m(F2) =1+0=0

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 18/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiques / Expressions booléennes

quelles différences entre F = =(F; v F,) et [FIM = In(F;) + Im(F2) ?
@ Iu(F1) + Im(F2) est une expression booléenne

» Iu(F1) et lu(F2) sont des booléens (des valeurs dans B = {0,1})
» le résultat de I'évaluation de Iu(F1) + Im(F2) est un booléen

* ['évaluation d’'une expression booléenne est déterministe : le résultat
est unique

@ —(F; Vv F) est une formule de IFo(F, P) : c’est une formule contingente

» cette formule est « vraie » dans certaines structures
* i |M(F1) =0et |M(F2) =0,
[ﬁ(F1 V FQ)]M = |M(F1) + |M(F2) =04+0=1
» cette formule est « fausse » dans certaines structures
* Si |M(F1) =1et |M(F2) =0,
[(Fi vV F)M=m(F)+m(FR)=1+0=0

il existe des formules « toujours vraies » et des formules « toujours fausses »

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 18/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules satisfiables — Formules valides

@ une formule F est satisfiable ssi il existe une structure M telle que
[FIM = 1 (M est un modeéle de F)

» —(Fy V F,) est satisfiable : avec la structure M telle que Iy(F1) =0
etlu(F2) =0, [~(F1 vV F)M =1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 19/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules satisfiables — Formules valides

@ une formule F est satisfiable ssi il existe une structure M telle que
[FIM = 1 (M est un modeéle de F)

» —(Fy V F,) est satisfiable : avec la structure M telle que Iy(F1) =0
etly(F2) =0, [~(F vV F)M =1

@ une formule F est insatisfiable ssi il n’existe aucune structure M telle
que [FIM =1

» Fo A —Fg est insatisfiable : [Fo A —Fo]™ = In(Fo) - lw(Fo) = O pour
toute structure M

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 19/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules satisfiables — Formules valides

@ une formule F est satisfiable ssi il existe une structure M telle que
[FIM = 1 (M est un modeéle de F)

» —(Fy V F,) est satisfiable : avec la structure M telle que Iy(F1) =0
etly(F2) =0, [~(F vV F)M =1

@ une formule F est insatisfiable ssi il n’existe aucune structure M telle
que [FIM =1

» Fo A —Fg est insatisfiable : [Fo A —Fo]™ = In(Fo) - lw(Fo) = O pour
toute structure M

@ une formule F est valide ssi pour toute structure M, [F]M = 1

» FoV —Fg estvalide : [Fo V = Fo]™ = Ilu(Fo) + Iu(Fo) = 1 pour toute
structure M

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 19/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules satisfiables — Formules valides

@ une formule F est satisfiable ssi il existe une structure M telle que
[FIM = 1 (M est un modeéle de F)

» —(Fy V F,) est satisfiable : avec la structure M telle que Iy(F1) =0
etly(F2) =0, [~(F vV F)M =1

@ une formule F est insatisfiable ssi il n’existe aucune structure M telle
que [FIM =1

» Fo A —Fg est insatisfiable : [Fo A —Fo]™ = In(Fo) - lw(Fo) = O pour
toute structure M

@ une formule F est valide ssi pour toute structure M, [F]M = 1

» FoV —Fg estvalide : [Fo V = Fo]™ = Ilu(Fo) + Iu(Fo) = 1 pour toute
structure M
@ propriétés :

» F est valide ssi —F est insatisfiable
» F est insatisfiable ssi —F est valide

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 19/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1

» exemple: Fy, F> € Lo(F,P)
Fi |E (F2 = F1) car pour toute structure M telle que
[F1]M = |M(F1) =1ona
[Fo = F1]M =Iu(F)+Im(F)=Iu(F)+1=1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1
» exemple: Fy, F> € Lo(F,P)
Fi |E (F2 = F1) car pour toute structure M telle que
[F1]M = |M(F1) =1ona
[Fo = F™ = Im(F2) + Im(F1) = m(F2) + 1 =1

|M(F1) = [F1]M ‘ |M(F2) ‘ [F2 = F1]M

—_ OO0
—_

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
20/22

Logique — Licence Informatique, Sorbonne Université



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1

» exemple: Fy, F> € Lo(F,P)
Fi |E (F2 = F1) car pour toute structure M telle que
[F1]M = |M(F1) =1ona
[Fo = F1]M =Iu(F)+Im(F)=Iu(F)+1=1

|M(F1) = [F1]M ‘ |M(F2) ‘ [F2 = F1]M

— 0 —>
—> 1 —>

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1

@ propriété : Fo = Fq ssi Fo = F; est valide

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1

@ propriété : Fo = Fq ssi Fo = F; est valide
» supposons F, = F; et montrons que F, = F; est valide

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1
@ propriété : Fo = Fq ssi Fo = F; est valide

» supposons F, = F; et montrons que F, = F; est valide
soit M une structure quelconque, montrons
[Fo = FiM = [F]™ + [F]M = 1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1

@ propriété : Fo = Fq ssi Fo = F; est valide
» supposons F, = F; et montrons que F, = F; est valide
soit M une structure quelconque, montrons
[F2 = F1]M = [FQ]M + [F1]M =1
raisonnement par cas :
si [ =0, alors [Fo]M + [FM =1 + [[M =1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1

@ propriété : Fo = Fq ssi Fo = F; est valide
» supposons F, = F; et montrons que F, = F; est valide
soit M une structure quelconque, montrons
[Fo = FiM = [F]™ + [F]M = 1
raisonnement par cas :
si [Fo]M =0, alors [Fo]M + [FM =1 + [[M =1
si [Fo]M = 1, alors puisque F, = Fy, on a [F{]M = 1 et donc
[FM+[FAM=0+1=1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1

@ propriété : Fo = Fq ssi Fo = F; est valide
» supposons que F» = F; est valide et montrons F, = F4

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1

@ propriété : Fo = Fq ssi Fo = F; est valide

» supposons que F» = F; est valide et montrons F, = F4
soit M une structure telle que [F2]™ = 1, montrons que [F{]M = 1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1
@ propriété : Fo = Fq ssi Fo = F; est valide
» supposons que F» = F; est valide et montrons F, = F4
soit M une structure telle que [F2]™ = 1, montrons que [F{]M = 1
puisque F, = F; est valide, on a [F> = F{]M = [F]M + [F]M = 1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1
@ propriété : Fo = Fq ssi Fo = F; est valide
» supposons que F» = F; est valide et montrons F, = F4
soit M une structure telle que [F2]™ = 1, montrons que [F{]M = 1
puisque F, = F; est valide, on a [F> = F]M = [F]M + [F]M = 1
etdonc 0 + [FM =1 c-ad[FM=1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1

@ propriété : Fo = Fq ssi Fo = F; est valide

@ {Fy,---,F,} E F :laformule F est conséquence sémantique de
I'ensemble fini de formules {F4,--- , F,} ssi pour toute structure M telle
que [F1 A~ AF M =TI, [F]™=1,ona[FM=1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1

@ propriété : Fo = Fq ssi Fo = F; est valide

@ {Fy,---,F,} E F :laformule F est conséquence sémantique de
I'ensemble fini de formules {F4,--- , F,} ssi pour toute structure M telle
que [Fi A~ AFM =TI, [FM=1,0ona [FM=1

» exemple : {Fi, F; = F} = Fo Fi,Fo, F3 € Lo(F,P)
soit M une structure telle que [Fy A (F1 = F2)]M =1,0na
[Fi A(Fy = )M = In(Fy) - Im(F2), et donc Iy(F) = 1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1

@ propriété : Fo = Fq ssi Fo = F; est valide

@ {Fy,---,F,} E F :laformule F est conséquence sémantique de
I'ensemble fini de formules {F4,--- , F,} ssi pour toute structure M telle
que [F1 A~ AF M =TI, [F]™=1,ona[FM=1

» exemple: {Fy,Fy = F2} = F» Fi,F2,F3 € Lo(F,P)
soit M une structure telle que [Fy A (F1 = F2)]M =1,0na
[Fi A(Fy = )M = In(Fy) - Im(F2), et donc Iy(F) = 1

|M(F1) = [F1]M ‘ |M(F2) ‘ [F1 = F2]M ‘ [F1 A\ (F1 = F2)]M ‘ [F2]M
0 1 0

—_ - OO
- O OO

1 1 1
0 0 0
1 1 1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 20/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1
@ propriété : Fo = Fq ssi Fo = F; est valide

@ {Fy,---,F,} E F :laformule F est conséquence sémantique de
I'ensemble fini de formules {F4,--- , F,} ssi pour toute structure M telle
que [Fi A~ AFM =TI, [FM=1,0ona [FM=1

» exemple : {Fi, F; = F} = Fo Fi,Fo, F3 € Lo(F,P)
soit M une structure telle que [Fy A (F1 = F2)]M =1,0na
[Fi A(Fy = )M = In(Fy) - Im(F2), et donc Iy(F) = 1

|M(F1) = [F1]M ‘ |M(F2) ‘ [F1 = F2]M ‘ [F1 /\(F1 = Fg)]M ‘ [F2]M

0 0 1 0 0

0 1 1 0 1

1 0 0 0 0
—> 1 —> —>—> —>

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Conséquence sémantique

@ F; | Fy :laformule Fy est conséquence sémantique de la formule F;
ssi pour toute structure M telle que [F]M = 1, on a [F]M = 1

@ propriété : Fo = Fq ssi Fo = F; est valide

@ {Fy,---,F,} E F :laformule F est conséquence sémantique de
I'ensemble fini de formules {F4,--- , F,} ssi pour toute structure M telle
que [F1 A~ AF M =TI, [F]™=1,ona[FM=1

@ propriété : {Fy,Fo, -+, Fp} E Fssi(F1 AFaA--- A Fp) = F estvalide
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M

» K estune relation d’équivalence (réflexive, symétrique, transitive)
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
» exemple : —(Fy Vv Fo) & —Fy A —Fp Fi, F2 € Lo(F,P)
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
» exemple : —(Fy Vv Fo) & —Fy A —Fp Fi, F2 € Lo(F,P)

[F(Fr Rl = (Fi) + (o)
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
» exemple : —(Fy Vv Fo) & —Fy A —Fp Fi, F2 € Lo(F,P)

[F(Fr Rl = (Fi) + (o)

[~F1 A =R = n(F) - In(F2)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
» exemple : —(Fy Vv Fo) & —Fy A —Fp Fi,Fa € Lo(F,P)

HF Y FI = )+ w(Fe)

[=F1 A=FM = u(F) - u(F2)

|M(F1) =+ |M(F2) = |M(F1)|M(F2)
pour toute structure M, les expressions booléennes [-(F; v F2)]™ et
[-F; A —~F]M s’évaluent & la méme valeur booléenne

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
» exemple : —(Fy Vv Fo) & —Fy A —Fp Fi,Fa € Lo(F,P)

HF Y FI = )+ w(Fe)

[=F1 A=FM = u(F) - u(F2)

|M(F1) =+ |M(F2) = |M(F1)|M(F2)
pour toute structure M, les expressions booléennes [-(F; v F2)]™ et
[-F; A —~F]M s’évaluent & la méme valeur booléenne

les formules —(F; Vv F) et =F1 A =F> sont dans la méme classe
d’équivalence (pour H)

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 21/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M

» = est une congruence pour —, =, A, V
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
» = est une congruence pour —, =, A, V
si FH F', alors -F 5 ~F'
F1:>F2'E|F1/:>F2/

siFiEFetR HF,alors: FAREFAR
F1\/F2'E|F1/\/F2l

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
@ propriété: FiH Fyssi Fi = Fet F = F
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
@ propriété: FiH Fyssi Fi = Fet F = F

» supposons F H F
* montrons Fy = F2
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
@ propriété: FiH Fyssi Fi = Fet F = F

» supposons F H F
* montrons Fy = F2
soit M une structure telle que [Fi]" = 1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
@ propriété: FiH Fyssi Fi = Fet F = F

» supposons F H F
* montrons Fy = F2
soit M une structure telle que [Fi]M = 1
puisque Fi = Fo, ona [F]M = [F]M = 1
etdonc Fi = R

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
@ propriété: FiH Fyssi Fi = Fet F = F

» supposons F H F
* montrons Fy = F2
soit M une structure telle que [Fi]M = 1
puisque Fi = Fo, ona [F]M = [F]M = 1
etdonc Fi = R
* raisonnement similaire pour montrer F, = F;
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
@ propriété: FiH Fyssi Fi = Fet F = F
» supposons Fy &= F, et Fo = Fy, montrons F H F»
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
@ propriété: FiH Fyssi Fi = Fet F = F
» supposons Fy &= F, et Fo = Fy, montrons F H F»

soit M une structure, on raisonne par cas
* si [F1]™ = 0, on montre par I'absurde que [F]" = 0
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
@ propriété: FiH Fyssi Fi = Fet F = F
» supposons Fy &= F, et Fo = Fy, montrons F H F»

soit M une structure, on raisonne par cas
* si [F1]™ = 0, on montre par I'absurde que [F]" = 0

si [F]™ = 1, alors puisque F, = F; il vient [F;]™ = 1 ce qui contredit
[F]" =0

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Formules logiquement équivalentes

@ F; = F, ssi pour toute structure M, [F]M = [F]M
@ propriété: FiH Fyssi Fi = Fet F = F
» supposons Fy &= F, et Fo = Fy, montrons F H F»

soit M une structure, on raisonne par cas
* si [F1]™ = 0, on montre par I'absurde que [F]" = 0
si [F2]" = 1, alors puisque F |= F il vient [F1]" = 1 ce qui contredit
[FM=0

* si [F]™ = 1 alors puisque Fi |= F il vient [V = 1

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs

Logique - Licence Informatique, Sorbonne Université 21/22



Termes Formules atomiques Formules logiques Expressions booléennes Formules valides

Validité/Complétude de la Déduction Naturelle
F,F1,'~~ ,FnEIFo(.F,P)

@ Validité : si F est prouvable a partir des hypothéses F;,--- , Fp, alors
{F17"' 7Fn} ':F
@ Complétude :si {Fy, -, F,} E F alors F est prouvable a partir des

hypotheses Fi,--- , F,

Cours 3 Interprétation : fonctions, prédicats et connecteurs
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